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Introduccién

Introduccidn

El filtro de Kalman es un filtro éptimo recursivo, utilizado para estimar el estado
de un sistema dindmico de dos formas distintas.
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Introduccién

Introduccidn

El filtro de Kalman es un filtro éptimo recursivo, utilizado para estimar el estado
de un sistema dindmico de dos formas distintas.

Combinando una serie de sensores con distintos errores.

Fusién J
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Introduccién

Introduccidn

El filtro de Kalman es un filtro éptimo recursivo, utilizado para estimar el estado
de un sistema dindmico de dos formas distintas.

Fusién J

Combinando una serie de sensores con distintos errores.

Combinando un sensor con la estimacidn inexacta del sistema.

Estimador J
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Estimador Optimo

Distintos Puntos de vista

o = E E z wace
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Estimador Optimo

Distintos Puntos de vista

Incorpora toda la informacién disponible que se tiene de un proceso
@ EIl conocimiento del modelo que se posee

@ La descripcidn estadistica de los errores del sistema, el ruido en la medicién y
la incertidumbre en los modelos de la dindmica.

© Las condiciones iniciales del sistema.
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Introduccién

Estimador Optimo

Distintos Puntos de vista

Incorpora toda la informacién disponible que se tiene de un proceso
@ EIl conocimiento del modelo que se posee

@ La descripcidn estadistica de los errores del sistema, el ruido en la medicién y
la incertidumbre en los modelos de la dindmica.

© Las condiciones iniciales del sistema.

Minimiza el error cuadratico medio. )
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Filtro Recursivo
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Filtro Recursivo
El filtro es un bucle que por cada vuelta

@ Predice con el modelo lineal.

@ Corrige con la lectura del sensor.

o <& = E z 9ac
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Introduccién

Filtro Recursivo

El filtro es un bucle que por cada vuelta
@ Predice con el modelo lineal.

@ Corrige con la lectura del sensor.

Ventaja

No requiere de todos los datos previos, ird calculando los resultados en base a los
valores anteriores, esto permite que su utilizacién sea viable.
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Filtro de Media

Introduccidn

Si disponemos de una serie de medidas tomadas de un sistema z1, x3, ..., T, Se
puede definir que:
@ Un predictor calcula el mejor valor de x,, 1.
@ Un suavizador calcula el mejor valor de un punto x; teniendo en cuenta los
valores antes y después de i.

@ Finalmente un filtro calcula el mejor valor de x,,41 teniendo en cuenta los
valores previos y una medida inexacta del valor actual.

G.Steiner (Clll, UTN-FRC) Filtro de Kalman Noviembre 2011 5/34



Media
Dada una serie de valores del tipo =1, xo, ..., z,, la media muestral de n valores
sera:

(1)
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Filtro de Media

Media

Dada una serie de valores del tipo =1, xo, ..., z,, la media muestral de n valores
sera:

1 n
Tn = — E xX; (1)
n
1
Para un nuevo elemento de esa serie su media sera

z L Til n lim—klx 2)
Tnil = T; = — it —Zn
+ n+1 n+1\n - n +

1
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Media

Dada una serie de valores del tipo =1, xo, ..., z,, la media muestral de n valores

sera:

n
_ 1
xn:EE xX;
1

Para un nuevo elemento de esa serie su media sera

1w n (1< 1
Tpt1 = E x; = — E Ti + —Tnt1
s n+1 - T n+1\n - "
Operando
_ no_ 1 _ _
Tp+1 = n+ 1xn + "+ 1xn+1 = Tn +K(xn+1 _xn)
Noviembre 2011
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(3)
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Media

n n 1
n+ 11:" n+1
Donde K =1/ (n+ 1) es un factor de ganancia.

Tpy1 = Tpt1 = Tp + K (xn+1 - E'rL) (4)

@ El nuevo valor del promedio finalmente queda como una suma ponderada del
promedio anterior y la lectura actual.
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Media

n n 1
n+ 11:" n+1
Donde K =1/ (n+ 1) es un factor de ganancia.

Tpy1 = Tpt1 = Tp + K (xn+1 - Tn) (4)

@ El nuevo valor del promedio finalmente queda como una suma ponderada del
promedio anterior y la lectura actual.

@ Se observa que K < 1y el aporte a la suma de Z,, serd mayor que T, 41.
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Media

n n 1
n+ 11:" n+1
Donde K =1/ (n+ 1) es un factor de ganancia.

Tpy1 = Tntl =Tp + K (xn+1 - Tn) (4)

@ El nuevo valor del promedio finalmente queda como una suma ponderada del
promedio anterior y la lectura actual.

@ Se observa que K < 1y el aporte a la suma de Z,, serd mayor que T, 41.

@ Se cree mas en el valor del promedio anterior que en la toma actual.
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Filtro de Media

Varianza

De la misma forma que el promedio, podemos calcular la desviacién estdndar

cuadrdtica (varianza) por este método.

A=Y

y la varianza para un nuevo punto

1 &
ol = —— Z(zz — Fpi1)?
1 w1
= o zl:(zz Tn — K (T4
1 &

n+1

- > (@i = 70)° = 2K (21 = 30) (o —
1

YR (21 — Tn)Q)
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Filtro de Media

Varianza

Se extrae los elementos constantes y se separa el resto en dos sumatorias

1 n+1
— \2
0721+1 = n+1 zl:(xz_xn) -
n+1
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Filtro de Media

Varianza

Luego se evalta la sumatoria hasta n y se extrae el Gltimo termino de n + 1

1 [ B
0'721+1 = n+1 ;( '—l'n —QKZ -—xn $n+1—xn)—|—

+nK? (2pe1 — Tn)” + (1 + K2)(2ns1 — Tn)? — 2K (Zng1 — Tn)®
1 [ n

= Z( —Tn) —QKZ i = Tn) (Tny1 — Tn) +

L 1

+nKk? (Tp+1 — Tn) +(1- K) (Tpt1 — Tn)2

Luego la segunda sumatoria es cero debido a que Y7 (z; — Z,,) = 0, entonces
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Filtro de Media

Varianza
1 n
0721+1 = n4+1 Z (xz - §n>2 + nK2 ($n+1 - f71)2 + (1 - K)Q(xn-i-l - f71)2‘|
1
(6)
Reemplazamos a 02 = 1 S0 (2, — 7,)° y nK = nK? + (1 — K)? y se opera
1 — 2
Thpl = 1 [”Ui + (K2 + (1= K)?) (Zn41 — Tn) }

1
= [nafl +nK (Tpe1 — En)ﬂ

= (1-K) [aﬁ + K (Tn41 — Tn)Q]
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Filtro de Media

Final

De esta forma se puede calcular el promedio y la varianza de una serie por un
método iterativo donde:

1

@ Dado un punto nuevo z,,41calculamos el factor de ganancia K = P
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Filtro de Media

Final

De esta forma se puede calcular el promedio y la varianza de una serie por un
método iterativo donde:

1

@ Dado un punto nuevo z,,41calculamos el factor de ganancia K = P

@ Se computa la nueva estimacién del valor medio

Tpy1 =Tp + K (xn—f—l - Tn)
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Filtro de Media

Final

De esta forma se puede calcular el promedio y la varianza de una serie por un
método iterativo donde:

1

@ Dado un punto nuevo z,,41calculamos el factor de ganancia K = P

@ Se computa la nueva estimacién del valor medio
Tn—&-l = fn + K (1‘n+1 — Tn)
© Se calcula la estimacién previa de la varianza

O';Lz = 0'121 + K ($n+1 —Tn)Q
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Filtro de Media

Final

De esta forma se puede calcular el promedio y la varianza de una serie por un
método iterativo donde:

1

@ Dado un punto nuevo z,,41calculamos el factor de ganancia K = P

@ Se computa la nueva estimacién del valor medio
Tpy1 =Tp + K (xn+1 - Tn)
© Se calcula la estimacién previa de la varianza
O';Lz = 0’3 + K (xp41 — Tn)Q
@ Se calcula el valor final de la varianza usando la correccién

0721+1 =(1- K)U,2

n
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Filtro de Kalman en una dimensién

Filtro de Kalman en una dimensidon

Se posee dos instrumentos para medir una cantidad de interés z, con salida x;
para el primer dispositivo y salida zo para el segundo.
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Filtro de Kalman en una dimensién

Filtro de Kalman en una dimensidon

Se posee dos instrumentos para medir una cantidad de interés z, con salida x;
para el primer dispositivo y salida zo para el segundo.

Cada instrumento posee un error en la medicién con distribucién normal de media
cero y desviacién estdndar oyyo, respectivamente.
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Filtro de Kalman en una dimensién

Filtro de Kalman en una dimensidon

Se posee dos instrumentos para medir una cantidad de interés z, con salida x;
para el primer dispositivo y salida zo para el segundo.

Cada instrumento posee un error en la medicién con distribucién normal de media
cero y desviacién estdndar oyyo, respectivamente.

El problema es entonces encontrar cual es la mejor forma de combinar ambas
medidas para determinar la mejor estimacién de x
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Relacidn de las desviaciones estandar

Se podria considerar 3 opciones:

o F = £ DA
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Filtro de Kalman en una dimensién

Relacidn de las desviaciones estandar

Se podria considerar 3 opciones:

@ Ambas desviaciones de los instrumentos son iguales o1 = 09, en este caso la
opcidén es promediar ambos resultados.
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Filtro de Kalman en una dimensién

Relacidn de las desviaciones estandar

Se podria considerar 3 opciones:

@ Ambas desviaciones de los instrumentos son iguales o1 = 09, en este caso la
opcidén es promediar ambos resultados.

@ Uno de los instrumentos posee una desviacién estdndar mucho menor que el
otro 01 < 092 0 01 > 09, en este caso la mejor opcién es tomar el valor del
instrumento que posea menor error y descartar el otro.
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Filtro de Kalman en una dimensién

Relacidn de las desviaciones estandar

Se podria considerar 3 opciones:

@ Ambas desviaciones de los instrumentos son iguales 01 = o3, en este caso la
opcidén es promediar ambos resultados.

@ Uno de los instrumentos posee una desviacién estdndar mucho menor que el
otro 01 < 092 0 01 > 09, en este caso la mejor opcién es tomar el valor del
instrumento que posea menor error y descartar el otro.

@ Ninguno de los instrumento posee un error significativamente menor que el
otro pero tampoco son iguales, este caso es mas complicado, no se pueden
promediar ni eliminar uno de los instrumentos, la opcién es utilizar una
promedio ponderado y la eleccién del peso serd lo que se discutird en este
texto.
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Propuesta
Estimar el promedio de acuerdo a la desviacién estandar.

1 )
2 2
A F{""?ﬁ' _ T105 + T207 7)
rT=7 i 2 2
=+ = 05 + o7
771 T2

r (CIll, UTN-FRC)
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Filtro de Kalman en una dimensién

Propuesta

Estimar el promedio de acuerdo a la desviacién estandar.

T xro

4= ?{"'35 _.1710'%-1'1720'% 7)
E R
771 T2

Donde Z es la estimaciéon del valor y ademas cumple con:

~ ZTi1tTo

@ Para 01 = 03 tenemos & ~

2
e Para 0 < 0y tenemos & ~ 52 =
2

15/ 34
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Filtro de Kalman en una dimensién

Propuesta

Estimar el promedio de acuerdo a la desviacién estandar.

971

T T2
2 2
2t o X105 + X207

le

1 2 2
gt 2t

Donde Z es la estimaciéon del valor y ademas cumple con:

e Para 01 = 09 tenemos & ~ %2“

2
e Para 01 < 09 tenemos & ~ % =1
2

Se puede expresar
ii':l‘l +K(.’E2 —xl)

Donde K = 01/ (o7 + 03)

G.Steiner (CllI, UTN-FRC) Filtro de Kalman

Noviembre 2011

()

(8)

15/ 34



Comprobacion

Escribiendo la ecuacién de probabilidad de cada uno de los instrumentos
D1 (a’;) = 1 6_(93_9”1)2/2‘7f
V2moq

9)
_ b (@—w)?202
pa() = \/27r026

o <& = E z 9ac
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Filtro de Kalman en una dimensién

Comprobacion

Escribiendo la ecuacién de probabilidad de cada uno de los instrumentos

L —@—a1)?/202

pi(z) = \/2_—7r016

L (e—w2)?/202

p2(z) = oo

Si consideramos que las dos medidas son independientes

P(&) = p1(o)pa(z) = Ce~ (o020t ~(o=en)* 203
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Producto de dos gaussianas

1 ¥? 2xx;  a? ¥? 2xxy 3

= C _—— —_— —_

wo = con (5 (520 3)+ (555

1/ 45(1 1 T1 | T2

= Cexp|—©z(2°| 5+=]|-20|=+=]]+D
2 g1 03 71 2
1 2 2 2 2

= Cexp (—— <x2 (”1;”2) — 2 <—02x1j§1x2>) +D)
2 1 0103
1
2

2 2
2 — 2z —ng; + J;xQ +D
oy + 05

~— N
N

7~
Q
q [l V)
=N
+
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Producto de dos gaussianas
En el dltimo termino, se completa cuadrado

102+ 03
=F _-1t-2
p(x) exp< 5

a%a:l + a%xg
2,2 \'7
192

2
Tt >>

o <& = E z 9ac
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Filtro de Kalman en una dimensién

Producto de dos gaussianas

En el dltimo termino, se completa cuadrado

2
10} + 03 o3y + oiwy
T2 0202 \FT T 22
0103 01 T 03

De esta ecuacidn se extrae el valor medio

p(z) = Fexp

4= o’%xl + Ufﬂ:g
- 2 2
o1 + 03

G.Steiner (CllI, UTN-FRC) Filtro de Kalman
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Filtro de Kalman en una dimensién

Producto de dos gaussianas

En el dltimo termino, se completa cuadrado

2
10} + 03 o3y + oiwy
0103 o1+ 03
De esta ecuacidn se extrae el valor medio
2 2
. 05%1 + 01 %2
= (13)
o1 + 03

y la varianza de la nueva distribucién serd

2 2
. oo
2 192

_ 1% 14
o?+03 (14)
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Filtro de Kalman en una dimensién

Kalman como fusidn de sensores

Introduciendo el factor de ganancia K = 07/(c? + 02) resulta
i':l‘l—f—K(.’Eg—ZEl) (15)

62 =(1-K)o? (16)

El resultado final es de la forma del clasico filtro de Kalman
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Filtro de Kalman en una dimensién

Kalman como estimador

1 no necesariamente debe ser la medida de un instrumento, puede ser una
estimacién del sistema con un error de varianza o2 y 3 si serd la medida del
instrumento con un error de varianza o2.
El filtro de Kalman entonces combinara la estimacién del sistema con la medida
del instrumento para devolver la mejor combinacién lineal de ambos.

Tgry) = ) + K(Tpe1) — T)) (17)
61y = (1= K)o(, (18)
K =6t/(6% +ofy) (19)
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Kalman multidimensional

Kalman multidimensional

Es una generalizacién del método anterior, donde los sensores proveen mas de una
medicién, se tendrd 2 vectores x; y Xo(vectores de n dimensiones), cada vector
representa los valores obtenidos de un sensor y donde cada una de las medidas
tendrad también una varianza asociada, que para el caso de no estar
correlacionadas:

(62 - 0]
5 = ; (20)
| O o?,
y
o3, 0
N = ; (21)
| O o3,

G.Steiner (Clll, UTN-FRC) Filtro de Kalman Noviembre 2011 21 /34



Kalman multidimensional

Ecuaciones

La mejor estimacién para el caso multidimensional es
%= (Zoxy + X1x2) (X1 + 22)_1 (22)

A igual que en el caso unidimensional se agrega la ganancia pero ahora expresada
en forma de matriz como K = X1(X; + 3p) !

5{:X1+K(X2 —Xl)_l (23)
y como estimador de la nueva varianza

S=(I-K)>% (24)
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Kalman multidimensional

Diferentes dimensiones entre estimador y medida

mismas, generalmente debido a que no todas las variables estimadas pueden ser

Ocurre cuando las dimensiones del estimador y el de las mediciones no son las
sensadas.
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Kalman multidimensional

Diferentes dimensiones entre estimador y medida

Ocurre cuando las dimensiones del estimador y el de las mediciones no son las
mismas, generalmente debido a que no todas las variables estimadas pueden ser
sensadas.

Caso mas general y el que cominmente se observa en los trabajos de Kalman.
La solucién se reduce simplemente a mover el espacio de estimacién a el de
sensado.
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Kalman multidimensional

Diferentes dimensiones entre estimador y medida

Ocurre cuando las dimensiones del estimador y el de las mediciones no son las
mismas, generalmente debido a que no todas las variables estimadas pueden ser
sensadas.

Caso mas general y el que cominmente se observa en los trabajos de Kalman.
La solucién se reduce simplemente a mover el espacio de estimacién a el de
sensado.

Partimos entonces de un vector de estado x € R! y un vector de medidas z € R™
Kalman como estimador de estado, se reemplaza el sensor 1 por la estimacién de
la nueva posicién, tenemos entonces
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Modelo Lineal

Estado

X(nt1) = AX(n) + Bu(n) + W) (25)

La matriz de transicion A de [ x [ relaciona estado anterior con actual, puede
sumarse un vector de entrada u,) y un ruido w de tipo gaussiano con media 0

G.Steiner (Clll, UTN-FRC) Filtro de Kalman Noviembre 2011 24 /34



Modelo Lineal

Estado

X(n+1) = AX(n) + Bug) + W) (25)

La matriz de transicion A de [ x [ relaciona estado anterior con actual, puede
sumarse un vector de entrada u,) y un ruido w de tipo gaussiano con media 0

v

Medicidn
Z(n) = HX(n) + V() (26)

Donde H es una matriz de m x [ que relaciona el vector de estado con el vector
de medicién y v, es el error de media 0 y varianza R
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Prediccidon - Covarianza

La matriz de covarianza referida al sistema debe ser estimada al igual que el
vector de estado.

p-

i) = AP AT +Q (27)

Donde F(,) es la matriz de covarianza en n, () es la matriz de covarianza del error
del estimador.
La estimacion de la covarianza, puede ser facilmente calculada si se comienza
desde un sistema lineal, donde

y = Ax (28)

entonces
= (y-¥) = (Ax - A%) = A(x — X) = A% (29)

ahora tomado la varianza

E@F) =E ((Ai) (A;c)T) = B (AXKTAT) = AE (%7) AT (30)
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Prediccidn

Varianza
PLiy= AP AT +Q (31)
Estado
Xnt1) =

Ax() + Bugi

o F = £ DA
G.Steiner (CIIl, UTN-FRC) Filtro de Kalman



Kalman multidimensional

Actualizacion

Ganancia
Ky = Zi [Sio + Baw)
~ B -1 P HT
Py 1" [HPG T + R = HP(;:DJ)‘IT +R
Estado
Xnt1) = Xim+1) T K(X2(n41) — Xi(n+1))
K1) T Kns) {Z(m) —Hx, 4
Covarianza
Sy = (= K)Zim)
Py = (= KainyH)P,,
e
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Ejemplo

Un vehiculo que se desplaza por una linea recta, su velocidad estard dada por

Un+1) = U(n) + tan) (32)
Donde a,,) es la aceleracién durante ¢ segundo en el periodo n, v(,) es la

velocidad en el instante ny v(,41) la velocidad calculada.
Agregando un ruido UGy, st

V(n+1) = V(n) + ta(n) + ”U(Nn) (33)

Posicién del vehiculo agregando el correspondiente ruido en la ecuacién

1 ~
Pnt1) = Pin) + () + 5 + 27 (34)
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Ejemplo

El vector de estado es

_ | P
o=
La representaciéon matricial sera:

(35)
1t t2/2
X(n+1) = { 0 1 ]X(n) + [

" ] U(n) + Win)

(36)
zZy=[ 1 0 ]xX@m) + vV

(37)

o <& = E z 9ac
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Suponemos:
@ un error en la medicién de distancia de o, = 10m.
e aceleracién de 1m/s? con un error o, = 0,2m/s>.
@ tiempo de 0, 1s

Las ecuaciones del movimiento serd entonces

|1 0,1 0,005
X(n+1) = 0 1 (n)

ziy=[ 1 0 ]X@m) + V)

G.Steiner (Clll, UTN-FRC) Filtro de Kalman
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Covarianza

Tenemos error de posicidn y error de aceleracién, se debe analiza como influyen
estos errores en la estimacién del vector de estados.

La posicidn es proporcional a %tQ = 0,005 veces la aceleracién, la cual tiene un
error de o, = 0,2m/s?.

op =0,005 x 0,2 = 0,001 (40)
La velocidad en proporcional a t = 0,1 veces la aceleracién.
0, =0,1%x0,2=0,02 (41)
Finalmente se calcula la matriz de covarianza.
2
T p p- pv
S (HIER B Fae)

. aﬁ OpOv | 106 2x107°
- oyop 02 || 2x107° 4x107*

v

Suw

G.Steiner (Clll, UTN-FRC) Filtro de Kalman Noviembre 2011 31/34



Ecuaciones Finales

Prediccion

o |1 0,11, 0,005
X+ = | g 1 | *™ + 0,1 U(n)

N 1076 2x107°
1 2x107° 4x107*

- T
Py = APmA” +Q = [

(42)

(43)

o = E E z wace
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Ecuaciones Finales

Correccién

-1
K = PoH" [HP . H +R| (44)
1 1 -
- - 2
= P(nH){()}[[l O]P(n+1)|:0:|+10:| (45)
Pinyy=I —KH)P, )= —-K [1 0 ])P(:LH) (46)

Rny1) = X(pp) + K (yt - ch(_n+1)) =X T K (yt -[1 0] i(n+1)) (47)
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Ecuaciones Finales

FIN !
i Preguntas ?
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